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摘要

本文介绍了格点量子场论的基本理论。首先介绍了格点量子场论的必要性，并以格点标量

场论为例说明；其次描绘了格点规范场论的基本内容和方法；最后讲解了格点费米子场论，包

括其“天真”定义存在的问题、Nielsen-Ninomiya 定理、以及正确的构造方案。

1 引言

格点量子场论指的是将场变量定义在离散化时空坐标上的量子场论理论。对于非平庸的

量子场论，紫外发散要求为正规化整个理论，必须要存在一个内禀的截断能标 Λ，而一个方

便的实现方式是格点正规化，因为格点间距 a 使理论自动获得截断能标 Λ ∼ π

a
。

格点量子场论具有强大的应用优势。首先，格点量子场论的自由度虽然很大但是有限，

故路径积分从一个无穷维的积分，变为了一个非常高维但仍然有限的积分。计算机通过使用

重要性采样的蒙特卡洛数值模拟，可以用统计方法数值求出这个积分，并推导相应的关联函

数等物理量。所以格点量子场论可以视作非微扰量子场论的实现方式，也是是大规模非微扰
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计算的基础。格点量子场论更大的威力体现在格点量子色动力学（LQCD）的模拟上。对于

我们关心的能区范围，非微扰场论是唯一的方法，而 LQCD 则是几乎唯一的第一性原理输

出可控的非微扰量子色动力学计算方法。这两点导致了格点量子场论事实上成为了应用最广

泛的（非微扰型）量子场论 [1]。
以下考虑最简单的一个例子：3+1 维时空中标量场论在格点上的实现。首先需要离散化

时空坐标，为避免非紧致的 SO(3, 1) 群对晶格结构的影响，需要通过 Wick 转动变到 Euclid
时空。这样，时空格点表示为 x = a

∑4
µ=1 xµµ̂（xµ ∈ Z）[2]。需要注意，时空的离散化实际上

将 SO(4) 的连续对称群破缺成了超立方群点群。这可能导致若干微妙的效应。首先，连续时

空中粒子的自旋按照 SO(4) 不可约表示分类，但这些表示可能破缺为超立方群的同一个表

示。所以当激发特定自旋的粒子时，实际上激发的是属于同一格点表示的所有粒子态。这导

致计算粒子谱时需要使用更精细的算法。其次，重整化的作用量中可能出现某些在连续时空

中破缺洛伦兹对称性，但仍然满足超立方群对称性的附加项。这些附加项在量级上为 O(a)，

需通过添加抵消项消去，即所谓的 Symanzik 改进）[1]。
接下来考虑标量场作用量的离散化。通过用离散差分代替连续导数：

∂µϕ(x) =
ϕ(x+ aµ̂)− ϕ(x)

a
, (1.1)

且将积分写作离散求和，可以写出作用量：

S = a4
∑
x

[
1

2

4∑
µ=1

(
ϕ(x+ aµ̂)− ϕ(x)

a

)2

+ V (ϕ(x))

]
, (1.2)

进而求解生成泛函：

Z[J ] =

∫ ∏
dϕ(x)e−S[ϕ(x)]+a4 ∑

x J(x)ϕ(x). (1.3)

2 格点规范场论

2.1 基本理论

以上格点标量场论未免显得过于简单。我们接下来讨论格点量子场论的核心支柱之一

——格点规范场论。历史上，Wilson 在他的划时代论文《夸克禁闭》[3] 中首次引入了定义

在格点上的具有规范对称性的量子场论，并且用其讨论了 QCD 夸克禁闭这一高度非微扰的

理论问题1。这是人们对于 QCD 微扰计算的首次探讨，更体现了格点规范场论的重要性。

接下来讲述格点规范场论的构建。一个自然的思路是在格点上引入四个方向的规范场

Aµ(x)（µ = 1, 2, 3, 4）。然而这有两个缺点。首先 Aµ(x) 具有冗余的规范自由度，直接路径

积分会出现发散。在连续场论中可以使用 Faddeev-Popov 量子化方案进行规范固定，但在格

点场论中这一操作更为繁琐。其次对于常见的非 Abel 规范群，群元素是紧致的，但 Lie 代

数是非紧致的，故涵盖所有可能的 Lie 代数取值的数值积分存在问题。

1虽然受限于当时计算资源，他使用的是强耦合展开的论述
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基于以上讨论，需要转向将规范群内元素作为动力学变量。Wilson 引入了链变量的概

念：

Uµ(x) = P exp
(
i

∫ x+aµ̂

x

A(x′)dx′
)
. (2.1.1)

这一定义有几个明显优点。首先，它直接属于规范群 SU(3)，故具有紧致性，在流形上积分

时能够保留拓扑结构。其次，在连续极限 a → 0 下，它退化为 eiaAµ(x)。最后，其规范变换

有简单的形式：

U ′
µ(x) = Ω(x)Uµ(x)Ω

−1(x+ aµ̂). (2.1.2)

直观理解，规范群作用在格点上，而链变量相当于连接格点的“桥梁”。

应用这一性质，可以写出规范不变的物理量，即单位 Wilson 圈：

Wµν(x) = TrUµ(x)Uν(x+ aµ̂)U †
µ(x+ aν̂)U †

ν (x). (2.1.3)

它直接联系到规范场张量：

Wµν(x) = TrP exp(i
∮
□
A⃗(x′) · dx⃗′) = Tr exp(i

∫∫
□
Fµν(x⃗

′)dx⃗′). (2.1.4)

其中定义了 Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − i[Aµ, Aν ]。2在 a→ 0 极限下，右侧化简为

1 + ia2TrFµν(x)−
a4

2
TrFµν(x)Fµν(x) +O(a6) = 1− a4

2
TrFµν(x)Fµν(x) +O(a6). (2.1.5)

利用这一性质，Yang-Mills 场的作用量被离散化作：

S = − 1

2g2

∫
d4xTrFµν(x)Fµν(x) ≈

1

g2

∑
x

∑
µν

Re(Wµν(x)− 1). (2.1.6)

本部分的最后将考虑一些细节性的问题。一是规范场和标量场的耦合。这需要离散化协

变导数算符：

(∂µ + iAµ)ϕ(x) =
1

a

(
ϕ(x+ aµ̂)− ϕ(x)− (U †

µ(x)− 1)ϕ(x)
)
=

1

a

(
ϕ(x+ aµ̂)− U †

µ(x)ϕ(x)
)
.

(2.1.7)
那么

S =

∫
d4x|Dµϕ(x)|2

= a2
∑
x

∑
µ

[
2ϕ†(x)ϕ(x)− ϕ†(x)Uµ(x)ϕ(x+ aµ̂)− ϕ†(x+ aµ̂)U †

µ(x)ϕ(x)
]
.

(2.1.8)

二是路径积分中规范场的体积微元。这可以通过 Haar 测度定义。对于常见 Lie 群，Haar
2需要注意，以上公式并不严谨，因为 Abel 场的 Stokes 定理无法直接推广到非 Abel 场。严谨的证明可见 [2]。
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测度即流形上的不变面元。例如，对于 SU(n)，

U = ei
∑

a αaTa ⇒
∫

dU =

∫
dN2−1α

√
det γ. (2.1.9)

其中

γab = Tr
[
U−1 ∂U

∂αa

U−1 ∂U

∂αb

]
. (2.1.10)

注意由于重排定理，Haar 测度具有左右作用不变性：∫
dU =

∫
d[U1U ] =

∫
d[UU1]. (2.1.11)

2.2 应用

本节中讨论格点规范场论的一个重要应用——夸克禁闭和退禁闭的非微扰处理。为此，

考虑一个足够大的 Wilson 圈（见图 1）。其对应的算符为

W (L, T ) =
∏

(x,µ)∈C

Uµ(x) = Tr
[
S(x⃗→ x⃗+ L, t0)S

†(x⃗+ L→ x⃗, t0 + T )
]
. (2.2.1)

其中，(x, µ) ∈ C 表示对 Wilson 圈边界上所有链变量的连乘积。S[x⃗ → y⃗, t] 为图中“水平方

向”的操作，可以证明 S[x⃗→ y⃗, t]|vac⟩ 相当于在 t 时刻于 x⃗ 和 y⃗ 坐标处产生一对夸克和反夸

克。图中“垂直方向”的操作已经被 A0 = 0 的规范固定消去。所以，W (L, T ) 的物理意义为

产生一对相距 L 的夸克-反夸克，并且让其在时间 T 之内演化，随后再湮灭之。在 T → ∞
极限下，W (L, T ) 期望值的渐进行为是

⟨W (L, T )⟩ → e−V (L)T , (2.2.2)

其中 V (L) 为夸克-反夸克对的束缚能，也称作其静态势能。

图 1: 足够大的 Wilson 圈。

接下来在强耦合（g ≫ 1）和弱耦合（g ≪ 1）极限下计算 ⟨W (L, T )⟩。对于强耦合极限，
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可以进行泰勒展开：

⟨W (L, T )⟩ =

∫
dU
∏

(x,µ)∈C Uµ(x) ·
∑∞

n=0
1
n!

(
1
g2

∑
x′∈AW10(x

′)
)n

∫
dU
∑∞

n=0
1
n!

(
1
g2

∑
x′∈AW10(x′)

)n . (2.2.3)

这里将 L 的方向取做 µ = 1。x′ 的求和范围为 Wilson 圈所围的空间面积。根据 Haar 测度

的性质，只有当所有 Uµ 出现偶数次时积分方能非零。故领头阶贡献为

⟨W (L, T )⟩ ∼ (
1

g2
)LT/a2

. (2.2.4)

这表明强耦合极限下，⟨W (L, T )⟩ 满足面积率。对应的静态势能为

V (L) ∼ 2L

a2
ln g = σL, σ =

2

a2
ln g. (2.2.5)

σ 被称作弦张力。所以，L → ∞ 时 V 发散，也就是无法将夸克-反夸克对移动到相隔无穷

远。这就是强耦合极限下的夸克禁闭效应。

对于弱耦合极限，指数上的
1

g2
≫ 1 因子极为显著，导致起主导贡献的为所有单个链变

量“非零”的构型，而规范场的非 Abel 性质使分析比较复杂。但可以使用更简单的三维 Z2 规

范场论的结论 [4]，来定性说明 ⟨W (L, T )⟩ 的渐进行为。我们发现，弱耦合极限下 ⟨W (L, T )⟩
满足周长率：

W (L, T ) ∼ e
− 2(L+T )

ag2 . (2.2.6)

故静态势能在 T → ∞ 极限下趋向于与 L 无关的定值
2

ag2
，夸克-反夸克对不再被束缚。这

就是弱耦合极限下的夸克退禁闭效应。

3 格点费米子

本节中讨论格点费米子场论。首先尝试最简单的差分化方式，即所谓的天真费米子 [1]
（为简单起见，本节取 a = 1）：

S0 =

∫
d4xψ̄(γµ∂µ +m0)ψ ≈

∑
x

[
ψ̄(x)γµ

ψ(x+ µ̂)− ψ(x− µ̂)

2
+m0ψ̄(x)ψ(x)

]
. (3.1)

将式 (3.1) 变换到动量空间：

S0 =
∑

p∈1BZ
ψ̄(p)(iγµ sin pµ +m0)ψ(p), (3.2)

其中 p 的求和范围为第一 Brillouin 区，[−π, π]×4。则传播子为

G(p) =
1

iγµ sin pµ +m0

=
−iγµ sin pµ +m0

m2
0 +

∑
µ sin2 pµ

. (3.3)
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3.1 费米子加倍问题和 Nielsen-Ninomiya 定理

然而，式 (3.1) 所定义的天真费米子作用量，以及其对应的传播子（式 (3.3)）存在严重

问题，即著名的费米子加倍。首先考虑 m0 = 0 极限下的情况，此时传播子因为正弦函数的

周期性存在 16 个极点：

pµ = (n1π, n2π, n3π, n4π), n1,2,3,4 = 0, 1. (3.1.1)

这表明天真费米子作用量其实引入了 16 种费米子。然而物理上合理的极点只有 (0, 0, 0, 0)

这一个，而剩余 15 个“加倍态”是非物理的（或称额外的），且在连续极限（a → 0）下它们

并不消失。进一步，在有质量情况下，费米子加倍的现象仍然存在，因为 16 个极点同时获

得相同的质量 m0，对低能物理都起贡献。

接下来分析费米子加倍问题的来源。以无质量费米子为例，G−1(p) 只含 γµ 项，故

{G−1(p), γ5} = 0，系统具有 γ5 手征对称性。故在极点（以 α 标记）附近，可以对传播

子的核进行展开：

iγµ sin pµ = i
∑
µν

v(α)µν (pµ − (pα)µ)γν . (3.1.2)

定义费米子的拓扑手性：

cα = sgn det v(α)µν . (3.1.3)

可以验证，16 个加倍费米子中，有 8 个拓扑手性为 1，8 个为 −1，且 (0, 0, 0, 0) 处的拓扑手

性为 1。故可以猜想，无法引入单个位于 (0, 0, 0, 0) 处的费米子的原因为，当系统具有 γ5 手

征对称性时，正负拓扑手性的费米子只能成对出现。这就是著名的 Nielsen-Ninomiya 定理。

Nielsen-Ninomiya 定理可以视作 Poincaré-Hopf 定理3的推论。后者表明，对于 n 维流

形 M 上的 n 维向量场 v⃗，v⃗ 于孤立零点处的同伦群指标之和等于 M 的欧拉示性数：∑
α

indexαv⃗ = χ(M), (3.1.4)

其中向量场在孤立零点处的同伦群指标定义为零点邻域 ∂D 到球面 Sn−1 的映射重复度 [5]。
在 Nielsen-Ninomiya 定理的情况中，⃗vµ = sin pµ，零点对应传播子的极点。故 indexαv⃗ = cα，

式 (3.1.4) 的左侧等于拓扑手性之和。而流形 M 为第一布里渊区，它拓扑等价于四维环面

T 4，因此其欧拉示性数为 0。因此 ∑
α

cα = 0. (3.1.5)

总而言之，Nielsen-Ninomiya 定理断言，当系统具有 γ5 手征对称性时，布里渊区内拓

扑手性荷之和为零，正负拓扑手性荷的费米子必须成对出现。在连续极限下，拓扑手性荷退

化为按 γ5 本征值定义的手性，所以定理意味着不可能构造出在单个手征费米子的格点离散

化。这正是非微扰手征规范理论在格点上遇到的根本困难。

3参见：https://en.wikipedia.org/wiki/Poincaré–Hopf_theorem.

https://en.wikipedia.org/wiki/Poincaré–Hopf_theorem
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3.2 格点费米子的实现方案

上一节我们看到，Nielsen-Ninomiya 定理禁止了存在手征对称性时格点上单个具有拓扑

手征荷的费米子的出现。以下介绍三种可能的构造方式，它们使用了不同方式绕开 Nielsen-
Ninomiya 定理的假设。

3.2.1 Wilson 费米子

第一种构造方式是 Wilson 费米子。它的思路是显式加入一个附加项：

SW = −r ·
∑
x,µ

ψ̄(x)(ψ(x+ µ̂)− 2ψ(x) + ψ(x− µ̂)). (3.2.1)

傅立叶变换之后，动量空间传播子的逆为

G−1(p) = iγµ sin kµ + 4r sin2 kµ
2

+m0. (3.2.2)

除物理极点 p = (0, 0, 0, 0) 不变外，其余极点均被抬高，直至被推到紫外尺度。故在低能物

理中，加倍子近似被消去。而且 Wilson 项并不改变 p = (0, 0, 0, 0) 物理费米子的拓扑手性。

故 Wilson 费米子的优势在于，它通过引入附加项使得能谱中只存在单个物理上合理的手征

费米子。但代价是，为了绕开 Nielsen-Ninomiya 定理的假设，它破坏了手征对称性。另外，

Wilson 项对费米子裸质量 m0 也存在较为复杂的重整化，mR = Zm(m0 −mc)。故实现无质

量费米子需要对 r 进行精细调节。

3.2.2 Kogut-Susskind 交错费米子

第二种构造方式是 Kogut-Susskind 交错费米子。定义以下费米子场：

ψ′(x) = γx0
0 γx1

1 γx2
2 γx3

3 ψ(x), (3.2.3)

则天真费米子的作用量将变换为

∑
x

ψ̄′(x)
∑
µ

ηµ(x)
ψ′(x+ µ̂)− ψ′(x− µ̂)

2
, (3.2.4)

其中

η0(x) = 1, η1(x) = (−1)x0 , η2(x) = (−1)x0+x1 , η3(x) = (−1)x0+x1+x2 . (3.2.5)

注意到这里 ηµ(x) 已经变为了纯数，故表达式在旋量空间是对角的。所以只需要取 ψ′(x) 四

个旋量分量中的一个作为费米子场（将其记作 χ）：

SST =
∑
x

χ̄(x)
∑
µ

ηµ(x)
χ(x+ µ̂)− χ(x− µ̂)

2
. (3.2.6)
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可以预测，16 个加倍费米子在交错费米子构造下仅剩下 1/4，即退化为 4 个 Dirac 费米子。

具体来说，进行以下定义：

xµ = 2hµ + sµ, sµ = 0, 1, Γ(s) = γs00 γ
s1
1 γ

s2
2 γ

s3
3 ,

q(h)αβ =
1

8

∑
s

Γ
(s)
αβχ(2h+ s), χ(2h+ s) = 2Tr[Γ(s)†q(h)].

(3.2.7)

这相当于扩大元胞面积到原本两倍，并且将元胞内 16 个相邻奇偶格点上的交错费米子场 χ

合并为单个 16 分量场 q。交错费米子的作用量（式 (3.2.6)）可以用 q 表达为 [1]

SST = 16
∑
h

[Tr (q̄(h)γµ∇µq(h))− Tr (q̄(h)γ5∆µq(h)γµγ5) +m0Tr (q̄(h)q(h))] . (3.2.8)

其中 ∇µq(h) =
1

4
(q(h + µ̂) − q(h − µ̂)),∆µq(h) =

1

4
(q(h + µ̂) + q(h − µ̂) − 2q(h))。如果将

q 的一个旋量指标视作 4 个 Dirac 费米子之间差异的自由度 τ（被称作“风味”[1]），另一个作

为单个 Dirac 费米子的旋量指标 α，即定义费米子场 ϕ
(τ)
α (h) = q(h)ατ，则

SST = 16
∑
h

[∑
τ

ϕ̄(τ)(h)(γµ∇µ +m0)ϕ
(τ)(h)−

∑
ττ ′,µ

ϕ̄(τ)(h)γ5(τ5τµ)ττ ′∆µϕ
(τ ′)(h)

]
.

(3.2.9)
很容易看出第一项和天真费米子作用量，以及第二项和 Wilson 项的相似性。需要注意，第

二项造成了不同风味 Dirac 费米子之间的混合，也就是仍然存在四个加倍子，但这一数量相

比 16 个已经大大减少。

交错费米子作用量的优势在于，手征对称性仍然被保留，虽然形式为更弱的 U(1)⊗U(1)：

ϕ′ = eiαϕ, ϕ′′ = eiβΓ5ϕ. (3.2.10)

总而言之，Kogut-Susskind 交错费米子通过格点重排，将四分量的 Dirac 旋量分解为格

点模式，将 16 个加倍态减少为 4 个（从而不违反 Nielsen-Ninomiya 定理），同时保留了较

弱的手征对称性。其残余手征性比 Wilson 费米子高，且数值效率优于更复杂的构造，故广

泛应用于格点 QCD 计算中。

3.2.3 畴壁费米子和重叠费米子

这两种方法的核心在于，用广义手征对称性，即 Ginsparg-Wilson 关系代替 γ5 对称

性（D = G−1）：

{γ5, D} = aDγ5D. (3.2.11)

通过修改定义，它绕开了 Nielsen-Ninomiya 定理的假设，从而可以在格点上构建单个具有精

确 γ5 手征对称性的费米子。

篇幅所限，本文仅简单介绍基于 Ginsparg-Wilson 关系的两种费米子构造。畴壁费米子

引入了额外的第五维度，将手征费米子局域在两侧的畴壁上，加倍态沿第五维被指数抑制。
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故低能能谱中仅剩下单个有效费米子，无加倍现象。一般来说，第五维度的尺度越大，畴壁

费米子越符合 Ginsparg-Wilson 关系。

重叠费米子则是畴壁费米子的严格四维极限。其 Dirac 算符为

Dov = 1 + γ5sgnHW (3.2.12)

其中 HW 是 Wilson-Dirac 算符的 Hermitian 形式，重叠费米子严格满足 Ginsparg-Wilson
关系，因此具有格点上的严格手征对称性，不存在任何加倍态。但是重叠费米子的数值效率

很低，所以一般不用于实际计算。

最后，我们通过表格比较这四种格点费米子的实现方案。

图 2: 四种格点费米子的实现方案。

4 总结

本文介绍了格点量子场论的基本理论，包括格点标量场、规范场和费米子场。对于规范

场，我们定义了 Wilson 圈以及以之为变量的格点规范场论，并用其讨论了 QCD 夸克禁闭

和退禁闭问题。对于费米子场，我们介绍了费米子加倍现象，Nielsen-Ninomiya 定理，以及

相应的解决方案。
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